I nstitut des Sciences Appliquées et Economiques
(o/ Cham Liban |e Cnam

Bases Scientifiques Mathématiques MVAO013
Ezxzamen Final 2010-2011 Semestre 1

Solutions

Exercice 1 On considére les deux intégrales:

P+ -r+1
et J(a:):/ e dz

):/\/1+x2+\/1—x2

/\/1+x2—\/1—332
22

1. Montrer que I (z) s’exrprime sous la forme I = dx,puis calculer 1

— 1 b A B

2. Montrer que f (x) = z° —:j n xg + s’exrprime sous la forme f (x) = % + p +cr+ ;571_1
et calculer J.
Solution 1 (20 points) I (z) a pour domaine de définition l'intervalle D =]—1,1]
) 1 V1422 -V1-22 V1422 -V1-22 V1422 V1-2a?
VIt 224+ V1-22 (1422 —(1-22) 222 222 222
/v 1+ £B2
o J=

dx = cosh tdt

2 int
V1+ 22 = /1 +sinh®t = cosht

h2t 1+ sinh?t 1
J:/Cf)s2dt:/+_m; dt:/ — 1) dt
sinh”“ ¢ sinh” ¢ sinh” ¢
thtttte—t— N g
= —Co c=1t— cte oints

sinh ¢ P

V1+ 22 Va? 41
= inhe - —— Ct:l( \/21)—7 Cte |1 point
argsinh x = + C'te n(xr—+vzs+ = +e
1 — 2
K= [V
T

Posons x = sinht = {

du = cosudu

T = sinu — 2 points

1
K= /COSU /(2 —1>du:—cotu+u+m
sin® u sin® u

Cosu V1—22 . -
= —— —u+4cte= ————" — arcsinzx + cte
sin u T




1

V14 2? : V1— a2 . -
I = B (—x—i—argsmhx—l—C—i—x+arcsmx—cte

\/1+x2+\/1—3:2_\/1—:p2—\/1+x2_ —2z
T T & V1—22+ V14 a?

1 1
I:—\/l_ﬁi\/l_i_w?+§arctanx+§argsinhx+cte

5 3 _ 1
2.J(x):/x +f 32:+ dxr  J est définie sur R*
5+
42t —x4+1 11 r—1 1 1 x

S ——+z+ +

1
= —_— = = - 3 point
x4 + 2 x x 241 22 w+x z2+1 x2—|—1
1 1 1
J:—E—lnx+§x2+§ln(m‘2+l)—arctanx—i—C’

Exercice 2 Résoudre les équations différentielles suivantes :

2y

r—1

1.y — =2(x—1)

2. y" — 5y’ + 4y = = + 2e”. Donner une solution particuliere vérifiant les conditions y (0) = 1 et
/
y'(0)=0

Solution 2 (25 points) :

dy 2dzx

P x_l=0<:>?:x_1:>ln\y|:21n|x—1|+0
w=K -1’

e EASM: K =K (z):y =K' (z — 1)* 4+ 2K (. — 1)

2y
_ =2(x—1
y——g=2@-1)

2K (z—1)*
z—1

2
— K= 2 K =2 1]
-

yp = (z —1)*In (x — 1)?

— K'(z—12+2K(z—1) — =2(z—1)

y(x) =yg+yp:

y(z) = (z —1)? (K+ln(x—1)2>



2. y" — 5y + 4y = x + 2"

e ESSM : ¢/ — 5y +4y =0
Equation caratéristique : A2 — 5\ +4 = 0, les racines sont : A\; = 4, Ay = 1

= Cre 4 Coc

e EASM :

A = 1 est une racine simple, le second membre est x + 2e® on cherchera une solution
particuliere sous la forme : y, = ax + b + cxe”

Yp = a+ce” +cxe” = a+ (cx+c)e”
Yy, = (cx +c)e” +ce® = (cx +2c)e”

y' =5y + 4y = x + 2e”
= (cx +2c)e” —ba —5(cx +c)e® + 4 (ax + b) + dcxe® = x + 2e”

= 4b — 5a + 4dax — 3ce* = x + 2€*

—3c=2
1 5 .
D
4b—5a =0
oz ) 2z
PTITI6 3
y(x) =Yg+ p
_ 4x T x 5 .
v(@) = G+ (o= T ) e+ T g
0)=CitCot 2 =1=C)+Cy= ok
Y =01 2716 1 T
2 2x 1 2 1 )
"(0) = [ 4C et ——+Cy— — | e¥+ -~ =401 — -+ Cy+-=4C1+Co — — =0
y' (0) < 1€ +(3+2 3>6+4>x:0 1 3+ 2+4 1+ 0o B
CitCy= 1L
1 2=z 13 7
1g 2[01:—,02:} 2 points
12
13 4 7T 22\ , x b -
yp () = —71e +<93>6 1T %6
. . . . 1 1
Exercice 3 FEn utilisant le développement en série de Taylor calculer : lim | —— — —
z—0 ln(l—i-a?) T
Solution 3 (5 points) :
oln(1+x):x—1x2+lx3+0(:c4)
2 3
_ — T2y T3
1 1 z-(l+az) " (’3 R )
In(l+2) = zln(1+x) x<x—x2+;x3---)



I S S R S ¢
13:4—1:1:34—1:2 g2 Lo 02
3 2 3 2
Ou bien :
1 1 6
[ ] = =
In(1+ z) x_1$2+%$3 23 — 322 + 6z
6 1 3— 2z 1

203 — 322+ 62 = 222—3x+6 o202

Exercice 4 Un tracteur partant d’un point A situé sur une route rectiligne doit atteindre un point
B situé dans un champ. On connait les distances AC = ¢ et CB = d. Siv est la vitesse du tracteur
dans le champ alors que sur la route sa vitesse est 2v.

Il quitte la route en un point D de [AC| tel que DC = x avec 0 < x < (. Les trajets successifs
de A a D etdeD a B sont supposés rectilignes.

Déterminez le point D pour que le temps total de A a4 B soit minimal. Discutez suivant £ et d.

A D c

L

Solution 4 (15 points) DC =z avec 0 < z < /.

Ona: AD=/{—xet DB =22+ d?
Si Vo = v désigne la vitesse du tracteur dans le champ, sa vitesse sur la route est Vg = 2v ; et

le temps total mis par le tracteur pour atteindre B est :

_AD DB (—u

2 + d? -

On cherche I'abscisse ¢y du minimum de la fonction ¢ sur [0, £].

dt 1 T -
Ona: @:_%er

1 1
x — =4’ =2+ d? = 20 =

T
d2U vva? + d? Viz+d2 2
t

2 2 :
dx20<:>2x2\/:1: + d* | 1 points

) dt . . .
o si d> V3= e < 0 sur [0,/]. La fonction ¢ (z) est strictement décroissante sur [0, /] et
x
atteint son minimum en xy = ¢, c’est-a-dire que le tracteur quitte la route en A. |2 points

t

Sl =



dt d dt d
10<d<+3¢ al — <0 0 — et — >0 — £ |2 point
e si0<d<+3¢ alors In <0 pour0<z < VT, e d:r> pour \/§£<:13<

d
La fonction ¢ passe donc par un minimum en zg = %

Exercice 5 Soit la fonction suivante :

oz
Y

f(x)

1. Montrer que f(z) est définie et continue sur R.
2. f(x) est-elle dérivable au point =0 ?
3. Calculer les limites de f(z) quant x tend respectivement vers +oo et —oo

4. Montrer que f(z) est strictement croissante sur R, et qu’elle admet une fonction réciproque.
Préciser 'expression de sa fonction réciproque.

Solution 5 (10 points) f(x) = T+ 1]
x

X

si x>0

alors Vo : 14 |z| # 0|1 point
R g
—x

Par conséquent, f est partout définie sur R et est continue sur chacun des intervalles |—oo, 0]
et 10, +o0]

Jim f(z) = lim f(z) =0 et f(0)=0
La fonction f est également continue au point 0. Elle est donc continue sur R

) F@ =10 @)= ()

JNT s~/ <2 =1 ")=1 |1 int
Jm e = m (0
PANTE T -

1
si x>0

2
L@y
— T <

st

(- 1)
= f'(x) >0 sur R = f(z) est strictement croissante sur R,
m>0—>y:1iw:>m:% avecyG[O,l[
x<0—>y—1fx:>x:1iyavecye]—1,0]

oz
1|z

—_
&+
8

L f(a) =

St

(@)




Exercice 6 On consideére la matrice

—_ =
— = O

1. Calculer A3 —3A4%24+3A4A—1 .
2. En déduire que A est inversible et calculer son inverse.

3. En déduire la solution du systéme suivant

r+y=1
TH+y+z=-2
z—y=-1
Solution 6 (10 points) :

2

1 1 0 2 2 1
1.A2=1[ 1 1 - 2 1 2
0 -1 1 1 -2 0
1 1 0\° 4 3 3
AB=l1 1 1] = 3 1 3
0 -1 1 -3 -3 -2
A3 —3A24+3A4A-1
4 3 3 2 2 1 1 1 0 100 0 0 0
= 3 1 3 |3 2 1 21]+3|l1 1 1]-{o1o]l=l000
-3 -3 -2 1 -2 0 0 -1 1 00 1 00 0
2 -1 1
2. A3 3424 3A-T=0= A2 _3A+3[=A1=| -1 1 -1
1 1 0
x 2 -1 1 1 3
3.y = -1 1 -1 -2 | =1 -2
2 1 1 o0 1 -3

Exercice 7 On considére la fonction f(x,t) = sinnmxcosnent ou n et ¢ sont deux constantes
données. Montrer que

o*f 1 9%f

L _ 24
0x?2 2 ot?

Solution 7 (5 points) f (z,t) = sinnwz cosnernt

af . . .

8—% = —ncrsinnrz sinnent

o f 2.2 2 2.2 2 -
? = —nc*mesinnmx cosnert = —n et f
% = NT COSNTI COS ncrmt



aQJ = —n2r?sinnrz cosnert = —n?r?f = L 827f
o2 2 ot?

D’otu :
O%f 1 9%f .
o2 o ) LLPont

Exercice 8 Soient les domaines :

D, = {(x,y) E]RQ/(:C—l)Z—I—ng 1,y20}
J

Dy = {(w,y) ER?/22+ (y—1)° <1,z >0
On désigne par D le domaine intersection de Dyet Ds.

1. Calculer a I'aide des intégrales doubles les aires de Diet Do

2. Déduire laire de D.

Solution 8 (10 points) :

Y2

7/2 [ 2cosf 1
1. Ay = [|dxdy = [| rdrdf = rdr | df = —m |4 points
[ dzdy =[] / ( ! ) ;

Dy

/2 [ 2sin0
A1=ffdmdy:ffrdrd9:f<f T’dT')Cw:;W
Da A2 0 0

w/4 0

w/4 [ 2sin0 w/2 [ 2cosf 1
2. A= [|dxdy = rdr | df + rdr | dd = -7 — 1|2 points
gpasss =" (" o) aos 77 v -



